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Carlo Felice Manara

INTUIZIONE E LOGICA.

Problemi didattici -
della matematica

1. - 81 potrebbe dire che i problemi
didattici della matematica sono sem-
pre di moda, in certc senso, perché
rappresentano un punto cruciale det
problema didattico gererale; in altre
parole si potrebbe dire che le diffi-
coltd ed i praoblemi dell’insegramen-
to della matematica riproducono in
modo tipico e forse esallato le diffi-
colta ed i problemi che si presenta-
no nella didattica delle altre materie;
e cid sia detto senza voler insistere
eccessivamente sulla distinzione tra
le materie d'insegnamento nella scuo-
la secondaria. Riteniamo infatti che
il problema fondamentale della scuo-
la sia quello defla formazione del-
I'uomo, e che questa formazione non
ammetta separazioni perché si riferi-
sce, come « terminus ad quem », ad
un essere umanoe che non possiede
compartimenti stagni; & questa una
delle ragioni per cui insistiamo da
tempo per combattere la concezione
che fa della matematica una materia
prevalentemente informativa (una spe-
cie di male necessario), che deve es-
sére insegnata per la sua utilitd, da-
to lo stato di estrema matematizza-
zione della scienza e della tecnica di
oggi. Al contrario abblamo sempre
insistitc nel dire — per esempio —
che il professore di matematica deve
essere considerato come un insegnan-
te della lingua materna, cosi come il
professore che insegna espressamen-
te Ditaliane; perché la matematica
dovrebbe formare alla chiarezza del-
le idee, alla univocita della espressio-
ne, alla chiarezza del discorso, al ri-
gore della deduzione; e queste doti
sono utilissime a chiunque voglia pen-
sare ed esprimersi, in qualunque lin-
gua, : :

[nvero la concezione che relega la
matematica nel campo delle materie
strettamente strumentali si rifa ad

una concezione della cultura che re-
fegava le scienze particolari nel ghet-
to degli « pseudoconcetti »; questa
concezione appare chiaramente supe-
rata- e quindi & lecito pensare che
se lo scopo della scuola & la forma-
zione dell’'uomo e del cittadino, a
questo scopo collaborano tanto la cul-
tura letteraria classica che la cultura
scientifica.

2. - Va detto tuttavia che, se si vuo-
le che la matematica in particolare
e la scienza in generale non abbia
questo complesso di inferioritd, oc-
corre che i suoi insegnanti siano con-
vinti di cid che fanno, siano sicuri
del valore della formazione che con-
feriscono; occorre inoltre che essi sia-
no anche coscienti dei problemi logi-
ci, didattici, psicologici, che debbono
essere analizzati e risolti, almeno nel
limite del possibile, perché ta loro
materia non sia fine a se stessa, non
sia considerata come un coacervo di
informazioni necessarie, ma non for-
manti, ma si ponga invece come fon-
damento delta formazione del discen-
te. E propro in questo ordine di idee
si vorrebbe insistere sull’idea che V'in-
segnamento della matematica non de-
ve ridursi a irasmettere delle nozio-
ni pit o meno nuove o delle formu-
le pill 0 meno astratte, ma dovrebbe
aiutare il discente alla analisi di quei
procedimenti logici che sono spon-
taneamente adottati e seguiti da ogni
uomo che ragiona. Ed a questo pro-
posito riteniamo che linsegnamento
della geometria, nel senso classico del
terrnine, sia di grandissima utilita; e
riteniamo di doverlo ripetere qui, per-
ché si direbbe che questo insegna-
mento sia oggi passato in secondo
piano, in favore di una formalizza-
zione e di una algebrizzazione che
suscita notevoli perplessita a riguar-

do della formazione della mentalita
scientifica dei discenti.

A nostro parere invece, ci pare di
poter dire che, nel campo della ma-
tematica, uno dei problemi didattici
fondamentali consista nella ricerca di
un equilibrio vitale tra la logica ed
il complesso di procedimenti menta-
li che viene abitualmente chiamato
« intuizione ».

A proposito di questo termine, vor-
remmo qui dire che esso ha, forse
come non molti altri, un significato
equivoco, perché richiama da una
parte quei procedimenti immediau di
cui abbiamo parlato prima e che si
riferiscono all’uso ragionevole del lin-
guaggio comune, e dall’altra richia-
ma tutto un insieme di procedimen-
ti di immaginazione che fanno parte
di una elaborazione fantastica delle
percezioni e delle sensazioni compo-
site, che ci portano a volte a con-
clusioni poco rigorose dal punto di
vista logico.

Uno degli argomenti di quest’'ultimo
tipo & per esempio quello che si ri-
ferisce alla cosiddetta iniuizione del
continuo; essa ha condizionato mol-
ti problemi della matematizzazione
della realtd, ed ha condotto a dei
modelli fisici che vengono chiamati
impropriamente intuitivi, perché co-
stituiscono una estrapolazione imma-
ginativa delle nostre esperienze.
Tali sono, per esempio, 1 modelli
della prima fisica quantistica, come
il modello di Bohr, che estendeva
alla scala atomica la modellistica pla-
netaria che ha una sua certa validi-
té alla scala umana ed anche alla sca-
la astronomica.

E quindi spiegabile che, anche in se-
de didattica, vi sia una certa diff-
denza neli’impiego deila intuizione, e
che si sia diffusa I'idea di un rigore
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matematico che dovrebbe essere el
tutto diverso da quello tradizionsie,
che si rifa al modetlo euclideo. Su
questi argomenti vorremme soffermar-
¢i in questa nostra riflessione, che
vorrebbe sforzarsi di ricuperare i po-
tere della fantasia e della invenzione
atliva, che devono tuttavia sempre
essere controllate dalla logica e dalla
critica.

3. - La questione che abbiamo cer-
cato di impostare si riattacca anche
alla discussione della validitd conosci-
tiva della geometria, ed in partico-
lare della geometria classica euclidea.
Questa problematica si ricollega na-
turalmente alla problematica della va-
lidita della nostra esperienza sensi-
bile, ed alla elaborazione mentale,
fantastica prima e pai logica, di 1a-
le esperienza. La diffidenza pei ti-
guardi della esperienza dei sensi & tra-
dizionale nella critica filosofica della
conpscenza; essa &, si pud dire, il
contenuto delle prime elaborazioni
hlosofiche che 1'umanitd conosce, ed
¢ forse il fondamento dei paradossi
del continuo, che hanno una eta ve-
neranda ¢ che hanno costituito uno
stimolo classico alla riflessione sui
problemi della nostra conoscenza. In
epoca pill recente, sono slate avanza-
te delle critiche radicali alla impo-
stazione euclidea della geometria. e
queste critiche hanno portato ad una
impostazione della didatticae che ripu-
dia il pil possibile fa trattazione geo-
metrica delle questioni matematiche.
Cj si domanda tuttavia se sia ragio-
nevole, anche a livello didattico. ol-
tre che di ricerca scientifica, ripu-
diare tutta una feconda e non facil-
mente delimitabile attivitd mentale,
sul fondamento della critica, giusta ner
propri limiti, della fallacia di quella
che si chiama — equivocamente, ab-
biamo detto — la intuizione e la sua
debolczza e la sua capacitd di condur-
¢i fuori strada.

La critica dei principi della matema-
tica, che ha avuto la sua stagione di
massima floritura a partire dalla se-
conda meta del secolo scorso. ha con-
dotte, come & ben noto, alla valuia-
zione precisa del  signiflicato  della
geometria. Questa branca della ma-
tcmaltica era tradizionalmente consi-
derata come determinata e specifica-
ta dai suoi contenuti, e veniva clas-
sicamente delinita come scienza dello
spazio o dclla estensione o di aliri
cnti che /hanno una esistenza altret-
lanto problematica.

La dimostrazione della esistenza le-
gittima delle geometrie non cuclidee,
ed addirittura la osservazione deila
possibilita di provare la logica coe-
renza dalla geometria non euclidea
con modelli immersi nella euclidea, ha
condotto ad una riforma radicale di
questa concezione, ed anche a far
giustizia della esistenza ¢ delle qua-
lith di quegli pseudo-enti di cui ab-
biamo detto.

Sulla strada di questa elaborazione
critica si & giunti — come & noto —
alla concezione moderna della geome-
tria. Da una parte questa dottrina &
concepita come un sistema ipoteti-
co-deduttivo, nel quale gli enti di cui
si parla non hanno che una defini-
zione implicita, data dal sistema del-
le proposizioni primitive che sono sta-
te scelte. Da parte loro queste ulti-
me non hanno alcuna pretesa di fon-
darsi sulla esperienza o sulla intui-
zione e quindi di rendere la realld
degli enti che vengono nominati. La
validita delle proposizioni dedotte
{teoremi) & quindi data esclusivamen-
te dal fatto che esse sone state ri-
cavate con procedimenti logici corret-
ti e rigorosi dalle proposizioni che
sono state scelte come primitive.

In una seconda concezione, la geo-
metria costituisce in certo senso il
primo capitelo della fisica, perché
viene considerata come una dottrina
che razionalizza metodicamente le
nostre esperienze sut corpi  esterni,
sulla loro forma e mutua posizione:
tale dottrina & quindi diretta a coor-
dinare in sede teorica il complesso
delle sensazioni che I'esperienza ci
fornisce e che sono di natura assai
varia: sensazioni visive, taftilo-musco-
lari, di propriocezione.

E chiaro che a guesto punto si pud
aprire un discorso molte pil artico-
lato di quanto non si possa pensare
a prima vista. Infatti la geometria,
nel senso di primo capitolo della (isi-
ca, da una parte fornisce la giustifi-
cazione dello studo della geomerria
come sistema ipotetico-deduttivo e dal-
I'altra fornisce i1 materiale della pri-
ma matematizzazione della realtd fi-
sica.

fnvero anzitutto la geometria intesa
come primo capitolo della fisica for-
nisce le indicazioni per la scelta del-
le preposizioni primitive. A priori in-
fatti la scelta degli assiomi, intesi co-
me proposiziont primitive della tee-
ria geometrica, & ampiamente libera,
perché deve soltanto rispondere alla

1

condizione fondamentale della non
contraddizione. Ma [a differenza tra
una geometria, intesa come puro gio-
co logico con concetti definiti impli-
citamente da assiomi arbitrari, ¢ la
dottrina puramente arbitraria di un
gloco convenzionale {del tipe del gio-
co degli scacchi) & data dal fatto che
una dottrina ipotetico-deduttiva che
voglia chiamarsi ancora col nome di
geometria, deve almeno lasciarsi sug-
gerire (non imporre) dalla esperien-
za certe proposizioni primitive, E que-
sta una richiesta che non pyd ovvia-
mente essere sostenuta con ragiona-
menti rigerosamente logici, ma sol-
tanto con ragioni di convenienza, di
opportunitd, di tradizione storica; ma
non si pud negare che queste ragio-
ni abbiano un loro fondamento psi-
cologico ed una lero validita, soprat-
tutto al livello didattico.

Ci pare che si possa difficilmente
contestare che il primo impulso alla
matematizzazione & venuto all’'uomo
proprio dalla necessita della descri-
zione razionale, scientifica (per quan-
to cid sia possibile) delle proprie e-
sperienze sui corpi rigidi. Il concet-
1o elementare della operazione di mi-
sura & proprio basato — a nostro pa-
rere — sulla invarianza di certi cam-
pioni rispetto alle operazioni di ma-
nipolazione; e prima tra queste ope-
razioni & proprio il trasporto rigide.
Questa invarianza, accettata prima
come un dato evidente delle nostre
esperienze, enunciata pol come una
ipotesi che si accetta in modo prev-
visorio, ma che & molto comoda per
una prima razionalizzazicne della
realta, sta alla base del primo svilup-
po della matematica. E questo colle-
gamento con l'esperienza elementare,
la cui elaborazione fantastica viene
spesso chiamata « intuizione geome-
trica », & provata storicamente dal
fatto che la geometria euclidea & sta-
ta per almeno venti seccli la geome-
tria unica ¢ principale della umanita.
E del resto anche la concezicone del
continuo geometrico, di cul abbiamo
detto, intesa come una proprietd fon-
damentale della estensione & pure e-
strapelata dalle esperienze fatte con
i nostri sensi sulla realtd fisica sen-
sibile ai tempi in cui quel tipo di
descrizione della realtd fisica & nata.
Sappiamo che la fisica di oggi non
accetta la continuitd della materia ed
invece adotta lo schema del discon-
tinuo come pit comodo o, come di-
rebbe Poincaré, pilt adeguato alla de-
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. scrizione  della esperienza; ma cid

non toglie che questo schema sia an-
cora adottate da molte dottrine geo-
metriche e da vaste branche della
matematica, come l'analisi matemati-
‘ca classica, molti capitoli della topo-
logia e cosi via.
Pertanto c¢i pare di poter concludere
che cié che interessa in modo parti-
colare, nel lavoro didattico, & la ri-
cerca di un equilibric costante tra la
percezione elementare dei nostri sen-
si (soggetta alla fallacia che i filo-
sofi da tempo hanno criticato), la
elaborazione fantastica della nostra
sensazione (che c¢i stimola ad esten-
dere indefinitamente la loro portata)
e la logica che ¢i impone di accet-
tare soltanto le deduzioni ineccepi-
bili.

. Si potrebbe dire che tutta la storia
della matematica & una descrizione

. della mutua influenza di queste situa-
zioni psicologiche, che si condizio-

.'nane- 'una con ['altra.

4. - Il discorso didattico che si im-
pianla su queste osservazioni € ab-
bastanza complesso, e presenta diver-

“'se facce. Si potrebbe dire che un pri-
mo problema che si pud formulare
porta a domandarsi quale tipo di ri-
‘gore matematico, o meglio quale u-
‘po di matematica si vuole insegnare
quando si insegna la matematica nel-

la scucla. Abbiamo gid detto che la
moda attualmente prevalente tende
ad una formalizzazione sempre cre-
scente, ad una riduzione della dedu-
zione ad un calcolo, ad una esaspe-
razione della sintassi del calcolo lo-
gico, a scapito di quella’ che potreb-
be wvenire chiamata la semantica.
Nont contestiamo che questa sia la
tendenza generale della matematica,
a livello di ricerca scientifica astrat-
ta. Ma di fronte a queste tendenze
fondamentali ed inarrestabili della
scienza di oggi stanno | problemi del-
la didattica, che istituiscono una dia-
lettica di esigenze e di procedure che
merita di essere analizzata ed appro-
fondita. )
Sarebbe infatti troppo semplicistico
proporre immediatamente al discen-
le una matematica completamente for-
malizzata al suo pit alto livello in
witi gli stadi di apprendimento; a
nostro parere infatti il problema di-
dattico fondamentale consiste nel pre-
sentare le teorie matematiche a quel
livello di astrazione e di generalita
al quale il discente sia stimolato e
motivato all’apprendimento non sol-
tanto delle strutture intese come stru-
menti di conoscenza di altri contenu-
ti, ma anche delle strutture in se stes-
se, considerate come oggetti di studio
autonomi. ‘

Noi abbiamo sempre pensato — ri-
petiamo — che [insegnante di ma-
tematica non sia linsegnante di una
materia puramente tecnica, una spe-
cie di male necessario, date le appli-
cazioni della matematica alla vita ci-
vile ed alla tecnica ed alla scienza;
pensiamo invece che la matematica
abbia un suo compito formative del-
la mentalitd scientifica e in generale
della mentalitda dell'uomo coerente
con se stesso.

Ora se teniamo presenti questi sco-
pi, si pud osservare che, se st tiene
Uinsegnamento ad wun livello troppo
basso e legato alle applicazioni, mun-
ca quello stimolo alla generalizzazio-
ne che & fondamento della mentalita
scientifica; se invece, al polo oppo-
sto, teniamo ['insegnamento ad un hi-
vello troppo astratto e generale, ri-
schiamo di far perdere il significato
concreto delle strutture formali che
insegniamo.

A nostro parere quindi, come abbia-
mo detto, P'opera dell’insegnante do-
vrebbe cositantemente ricercare un
giuste equilibrio, mirando si al rigo-
re logico ed alla astrattezza della ma-

tematica moderna, ma giungendovi
con un procedimento non traumati-
co, non imposto, non distaccato dai
procedimenti che potremmo chiama-
re naturali della mente umana.

A questo fine vorremmo ritornare
sul discorso della geometria elemen-
tare, che per secoli & stata una pale-
stra validissima di formazione mate-
matica per varie ragioni, che vor-
remmo richiamare qui, per aiutare a
raggiungere nell’insegnamento  quel-
I'equilibrio e quindi quella efficacia
di cui dicevamo poco fa.

In primo luogo riteniamo che un a-
spetto positivo dell'impiego della geo-
metria elementare nella formazione
malematica sia dato dal suo distacco
dal formalismo; in altre parole, le
deduzioni della geometria elementa-
re sono fatte non con il calcolo, ma
ancora con il metodo verbale, discor-
sivo tradizionale, il che, come dice-
vamo, dovrebbe poter aiutare il do-
cente a far riflettere il discente sul-
le strutture logiche fondamentali che
egli adopera sempre, e fargli quindi
prendere coscienza di tali strutture,
che sono indipendenti dall'impiego di
un formalismo quale che sia.
L'impianto delle convenzioni della
geometria analitica su questi fonda-
menti aprirebbe poi un validissimo
discorso di analisi e di critica 2 pro-
posito del linguaggio algebrico e dei
contenuti geometrici che si voglicno
studiare col suc atuto. E augurabile
che una analisi critica cosiffatta pos-
sa essere veramente formativa; ma
a questo scopo occorre che possa spa-
ziare in ambiti ben pid vasti di quel-
li tradizionali, legati alla discussione
delle equazioni di II grado contenenti
un parametro, discussione che ha con-
dotto a quella che i francesi chiama-
no scherzosamente « malattia della
trinomite ».

Un altro vantaggio che vediamo nei-
l'impiego giudizioso della geometria
elementare & la utilizzazione della
fantasia e della immaginazione nella
matematica.

Abbiamo gia detto quali siano i limiti
che la critica di oggi assegna alla
geometria, che non & pilt intesa co-
me una scienza di valore assoluto,
almeno per quanto riguarda i conte-
nuti. Ma c¢id non inficia il suo valo-
re formativo, quando la si intenda
come primo livello, del tutto elemen-

tare, della matematizzazione della
realtd sperimentale, beninteso quan-
do siano messi in evidenza i limiti
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e criticata sufficientemente la sua por-
tata. Non vediamo perché, in nome
di un rigore formalistico che vuole
eliminare del tutto la immaginazione,
si debba ignorare del tutto Iinsie-
me dei suggerimenti che l'esperienza
comune della concreta manipolazio-
ne degli ogpgetti rigidi (intesi appros-
simativamente come rigidi) pud ap-
portare alla razionalizzazione e quin-
di alla sistemazione tecrica delie
nostre esperienze.

Beniniesc la fantasia dovrebbe sol-
tanio suggerire, non imporre i pro-
cedimenti  logici di dimostrazione,
ma (ripetiamo) lausilio della fanta-
sia appare estremamente utile, se
non addirittura necessario, per dare
dei contenuti ai ragionamenti, per
dare un appoggio ed un interesse aj-
la deduzione.

5. - QOvviamente non abbiamo ricetie
infallibili e valide per tutti i casi, da
presentare come formule magiche per
il lavoro didattico concreto. E que-
sto un lavoro delicatissimo, che do-
vrebbe mirare alla formazone dell’uo-
mo: nel caso della matematica poi
questo lavoro dovrebbe condurre al-
{'apprendimento  del metedo scienti-
fico ed alla adozione del linguaggio
matematico in gencre. ¢ del simbo-
lismo in particolare, come strumento
di deduzione e anche come il linguag-
gio universale della scionza di oggi.

PERCHE
LA MATEMATICA

Giovanni Melzj\

[t nostro desiderio sarebbe pil mo-
destamente quello di esortare all’e-
quilibrio ed allo stimolo della attivi-
13 del lavoro del singolo. Se Vinse-
gnamento deve essere, almeno nelle
intenzioni, uno stimolo alla crescita
interiore della persona del discente,
non pensiamo che vi siano delle fa-
coltah da escludere, né dei contenuti
da eliminare; nel caso in esame, non
pensiamo che la fantasia creatrice e
la immaginazione siano delle facoita
da eliminare e mortificare; bensi
crediamo che siano delle facoltd da
imbrigliare, da controllare, da educa-
re ai fini di quella costruzione della
personalita che & lo scopo principa-
le ed ultimo di ogni insegnamento.

Del resto noi siamo sempre del pa-
rere che la pedagogia sia classificabi-
le in quella categoria che la saggezza
antica chiamava ars: la definizione di
questa era data dalla frase recta ratio
Juetibilium: un’opera ciogé che non
ignora la scienza astratta, la quaie
¢ insostituibile come radice e fonda-
mento di tutto il lavoro dell’educa-
tore; ma che ha il suo compimento
supremo in quella azione unica ed
insostituibile dell'uomo sull'uomo che
deve essere guidata, nella sua con-
cretezza, dabla prudenza, dalla soli-
daricta, in una parola, dall'amore per
la propria professione e per 1 sog
getlti che notl avviciniamo. Perché cid
possa avvenire, occorre anzitutte una

profonda conoscenza della materiz da
insegnare, ma non deve neppure man-
care la conoscenza, almeno rudimen- .
tale, dei processi di apprendimento ¢
di” evoluzione psicologica dei giovani.
Questi pensieri giustificano un certos
scetticismo di fronte 'a molti proce-
dimentt che sono oggi considerati co-
me dei toccasana per linsegnamento;
& questa una attivitd che non si ridu-
ce soltanto al momento addestrativo,
allo stabilire dei circuiti « stimolo-ri-
sposta-rinforzo »; anche sg la scuola
potra utilizzare queste conoscenze e
queste tecniche, riteniamo che il mae-
stro sia insostituibile, perché la sua.’
opera ed il suo impegno perscnale
non possono essere surrogati da mac-
chine o da procedimenti standardiz-~
zati uguali per (utti.

Un precedente storico degno di me-
ditazione & dato dal caso di Etienne
Pascal. padre di Blaise, che aveva
studiato una strategia educativa per
il proprio geniale figlio ¢ che chhe -
la saggezza di modificarla quando si
accorse che questi aveva esigenze di-
verse cda quelle che lui pensava. Non
a tutti capila di avere come allievi
dei Blaise Pascal; ma tutti possiamo
impararé dalla intclligenza ¢ dalla u-
milta di quel padre per avere sem-
pre quella vigile attenzione al caso
concreto che & una delle condizigni
per la riuscita dell’opera educativa.

cod. 6559, pp. 160, L. 4000

PERCHE
LA MATEMATICA

di Giovanni Melzi

E un'interpretazione veramente originale dell'evoluzio-
ne della matematica in chiave spirituale. Dopo aver
sharazzato il campo dai pregiudizi pit diffusi sulla
matematica (scienza arida, difficile, scienza del calco-
lo, avulsa dai grandi problemi umani, ecc.], la si in-
quadra come scienza rifacendosi al « principio di ve-
rificazione ». Quindi la si definisce nella sua specifici-
ta quale scienza formale fondata sul metodo assioma-
tico deduttivo, illustrato con un'esposizione piana che
va assumendo la forma di un « racconto storico » dal-
le prime scoperte della matematica greca ad oggi.
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